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Постановка задачи 
Нагрев металла в рабочем пространстве 
камерных или в зоне проходных нагреватель-
ных печей характеризуется тем, что одновре-
менно греется несколько слитков или загото-
вок, причем, как правило, с различными теп-
лофизическими характеристиками, а также 
часто и с различными температурами посада, 
с различным временем посада и длительно-
стью всего процесса нагрева в целом. Вслед-
ствие различия этих условий для каждого 
слитка и каждой заготовки оптимальные с 
точки зрения выбранного критерия траекто-
рии нагрева будут различными. Поэтому в 
такой ситуации требуется, чтобы управление 
было бы таким, что в каждый момент времени 
нагрева достигаются различные температуры 
заготовок. Вместе с тем из-за конструктивных 
особенностей нагревательных печей на все 
слитки или заготовки приходится одно управ-
ляющее воздействие – температура рабочего 
пространства (обеспечивается соответствую-
щим расходом топлива в рабочее пространст-
во) камерной печи или в зоне проходной.  
В связи с этим вполне естественно возникает 
вопрос о том, принципиально возможно ли в 
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В рабочем пространстве камерных или в зоне проходных нагревательных печей одно-
временно греются слитки или заготовки с различными теплофизическими и иными характе-
ристиками. Вследствие этого для каждого слитка и каждой заготовки оптимальные с точки 
зрения выбранного критерия траектории нагрева будут различными. Вместе с тем из-за кон-
структивных особенностей нагревательных печей на все слитки или заготовки приходится 
одно управляющее воздействие – температура рабочего пространства (обеспечивается соот-
ветствующим расходом топлива в рабочее пространство) камерной печи или в зоне проход-
ной. В связи с этим вполне естественно возникает вопрос о том, принципиально возможно ли 
в такой ситуации создать индивидуальные траектории нагрева для каждого слитка или заго-
товки, т. е. в работе рассмотрено решение задачи об управляемости процесса нагрева металла 
в промышленных печах прокатного производства. Для решения этой задачи предложено ма-
тематическое описание процесса нагрева. Это описание представляет собой матричную сис-
тему дифференциальных уравнений первого порядка. Найдены условия полной управляемо-
сти объекта. При этом была вычислена матрица управляемости, показано, что ее определи-
тель может быть выражен через определитель Вандермонда. Это обстоятельство существенно 
упростило определение условий управляемости. Установлено, что для полной управляемости 
объекта необходимо, чтобы нагреваемые слитки или заготовки имели бы различные постоян-
ные времени нагрева, что обуславливается различными теплофизическими либо геометриче-
скими характеристиками. В большинстве практических случаев такого различия обычно нет, 
поэтому процесс нагрева металла в промышленных печах, как правило, является неполностью 
управляемым. Вследствие этого максимальный эффект с точки зрения выбранного критерия 
качества нагрева обычно не может быть получен. 
Ключевые слова: нагрев металла, теплофизические свойства, промышленные печи, траек-
тория нагрева, управляемость, скалярное управление, матричное описание, матрица управ-
ляемости, ранг матрицы. 
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такой ситуации создать индивидуальные тра-
ектории нагрева для каждого слитка или заго-
товки, т. е. ставится задача об управляемости 
процесса нагрева металла. Таким образом, не-
обходимо исследовать вопрос об управляемо-
сти технологического процесса нагрева метал-
ла в промышленных печах, причем управляе-
мость будем понимать в смысле работ [1–5]. 
Как отмечено в [3], управляемость в данном 
случае означает и достижимость состояния 
объекта. 
Подчеркнем также, что в случае полной 
управляемости объекта, т. е. в случае созда-
ния индивидуальных траекторий нагрева, мо-
жет быть получен максимальный эффект с 




Следуя, например [6–9], опишем процесс 
нагрева металла в печи полностью линеаризо-
ванным уравнением теплопроводности 
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где ( , )t x   – температура в точке с простран-
ственной координатой x  в момент времени  ; 
a  и   – соответственно коэффициенты тем-
пературопроводности и теплопроводности;  
L  – расчетное сечение заготовки; 
0 ( )t x  – не-
которая функция, описывающая начальное 
температурное поле заготовки;   – коэффи-
циент теплоотдачи; П ( )t   – температура печи 
(рабочего пространства печи). 
Проинтегрируем уравнение (1) по коор-
динате x  в пределах от 0  до L  и разделим 
обе его части на L , тогда получим  
( , ) (0, ) ,dt a t L t
d L x x
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L
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L
   – среднее значение тем-
пературы заготовки (среднемассовая темпе-
ратура). 
Подставим соотношения (3) и (4) в урав-
нение (5), тогда получим, что 
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Если предположить, что температура по-
верхности ( , )t L   равна среднемассовой тем-
пературе 
0
1 ( , )
L
t t x dx
L
  , как это имеет место 
для термически тонких тел, то уравнение (6) 
перепишется в виде 
 П










 – постоянная времени нагрева 
заготовки.  
Далее, что касается термически массив-
ных тел, то отметим следующее. Как это дос-
таточно широко известно, при построении 
автоматизированных систем управления тех-
нологическим процессом (АСУ ТП) методи-
ческих печей динамику среднемассовой тем-
пературы металла нередко описывают с по-
мощью так называемых экспоненциальных 
моделей [10]. Причем такой прием достаточно 
апробирован на практике [10–12], приемлемая 
точность математического описания достига-
ется за счет того, что процесс нагрева условно 
разбивается на несколько участков, на каждом 
из которых параметры модели имеют свои 
собственные численные значения. Примеча-
тельно, что при этом утверждается, что струк-
тура таких моделей выбирается в основном из 
эвристических соображений, подчеркивается 
статистический характер этих моделей [10]. 
Однако в работе [9] показано, что экспонен-
циальные модели обуславливаются (с некото-
рой погрешностью) самой физикой процесса 
нагрева, описываемой дифференциальным 
уравнением теплопроводности. Там же указа-
на достаточно простая схема перехода от па-
раметров модели, ядром которой является 
дифференциальное уравнение теплопровод-
ности, к параметрам упрощенной модели для 
среднемассовой температуры. Кроме того, как 
это нетрудно видеть, описание нагрева метал-
ла с помощью экспоненциальных моделей 
означает, что в дифференциальном представ-
лении процесс описывается именно уравнени-
ем вида (7). Поэтому будем считать, что на-
грев i-й заготовки в печи описывается сле-
дующим дифференциальным уравнением:  
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Перепишем уравнение (8) в стандартном для теории управляемости [1–5] виде: 
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,                   (9) 
где П( ) ( )u t    – управляющее воздействие. 
Таким образом, нагрев всех n  слитков или заготовок в рабочем пространстве нагреватель-
ных печей может быть описан следующим матричным уравнением:  
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; П( ) ( )u t    – скалярное управление. 
Условие полной управляемости системы (10) дается теоремой Калмана [1, 2, 13–19]. 
Для проверки условия теоремы Калмана вычислим матрицу управляемости 2 1nB AB A B A B   . 
В данном случае эта матрица будет иметь следующий вид: 
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Далее следует определить ранг этой матрицы, для этого нужно вычислить ее определитель. 
Если при этом учесть известное свойство определителей, то определитель данной матрицы 
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Как видно из (12), определитель в данном соотношении является определителем Вандермон-
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Понятно, что он не будет равен нулю 
только при условии, что  
при .i kT T i k        (14) 
Только в этом случае ранг матрицы 
управляемости будет равен n  и согласно тео-
реме Калмана [1, 2, 13–19] объект вполне 
управляем, т. е. в принципе существует 
управление П( ) ( )u t   , которое может обес-
печить различные траектории нагрева различ-
ных слитков или заготовок. Для этого различ-
ные заготовки, как это следует из условия (14), 
должны иметь различные постоянные време-
ни нагрева, т. е. конкретно слитки или заго-
товки должны иметь отличающиеся либо теп-
лофизические, либо геометрические характе-
ристики. Выполнить такие условия, как пра-
вило, не представляется возможным, так как 
обычно несколько одновременно нагреваемых 
заготовок имеют одинаковые характеристики. 
Поэтому в большинстве случаев процесс на-
грева в промышленных печах не вполне 
управляем, т. е. не существует управления 
( ) ( )Пu t   , которое способно обеспечить 
различные траектории нагрева различных 
слитков или заготовок. Очевидно, что воз-
можны разные траектории только для разных 




Рассмотрена задача об управляемости 
процесса нагрева металла в промышленных 
печах. Установлено, что для полной управ-
ляемости объекта необходимо, чтобы все на-
греваемые слитки или заготовки имели бы 
различные постоянные времени, что обуслав-
ливается различными теплофизическими либо 
геометрическими характеристиками. В боль-
шинстве практических случаев процесс на-
грева металла в промышленных печах следует 
считать не полностью управляемым. 
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In the working space of the chamber or in the zone of through heating furnaces, ingots or billets 
with different thermal and other characteristics are simultaneously heated. As a result, the heating 
trajectories that are optimal for the selected criterion for each ingot and each billet will be different. 
At the same time, due to the design features of heating furnaces, all the ingots or billets have one 
controlling effect – the temperature of the working space (provided by the corresponding fuel con-
sumption into the working space) of the chamber furnace or in the passage zone. In this connection, 
the question naturally arises whether it is fundamentally possible in such a situation to create indi-
vidual heating trajectories for each ingot or billet, i.e. The paper considers the solution of the prob-
lem of the controllability of the process of heating a metal in industrial furnaces for rolling produc-
tion. To solve this problem, a mathematical description of the heating process has been proposed. 
This description is a matrix system of first-order differential equations. Found conditions complete
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controllability of the object. In this case, the controllability matrix was calculated, it was shown that 
its determinant can be expressed in terms of the Vandermonde determinant. This circumstance great-
ly simplified the definition of the conditions of controllability. It has been established that for com-
plete controllability of an object it is necessary that the heated ingots or billets have different heating 
time constants, which is caused by different thermal or geometric characteristics. In most practical 
cases, this difference is usually not, therefore, the process of heating the metal in industrial furnaces, 
as a rule, is not fully controlled. As a result, the maximum effect from the point of view of the se-
lected criterion of the quality of heating can usually not be obtained. 
Keywords: metal heating, thermophysical properties, industrial furnaces, heating trajectory, 
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